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Over een bepaald type van stochastische problemen uit de 
telecommunicatietechniek 
1. Inleiding en probleemstelling 
In een drietal artikelen x) zijn door spreker e,a. en1ge stochas-
tische problemen uit de telecommunicatietechniek behandeld, welke een 
grote mate van overeenkomst in de probleemstelling vertonen. In deze 
voordracht zal een algemene methode worden ontwikkeld, welke in de 
drie genoemde gevallen kon worden toegepast. Van de twee in §3 behan-
delde voorbeelden is een hetzelfde probleem uit de eerste der genoemde 
publicaties. 
We beschouwen thans een systeem dat in n+1 versch1llende toestan-
den (genummerd 0,1,2, ..• ,n) kan verkeren. Wanneer op een bepaald tijd-
stip t de toestand (j) bestaat, is de kans dat deze toestand in het 
interval (t,t+dt) overgaat in de toestand (1) gelijk Dan a1 jat. De 
kans dat de toestand (j) in dit interval niet verandert is dan 
fr (1-a 1 jdt) ""1 - ,f- a1 jat + O(dt2 ). Onder verwaarlozing van izO;' j 1-0, ,/ j 
dt 2 wordt deze kans - als we voorts 
1+ajjdt. We veronderstellen dat de 
gen. 
n 
a jj• -L a1 j schrijven - ! i==O,,'j 
co~ffici~nten a1j niet van t afhan-
Noemen we de kans, dat op het tijdstip t de toestand (i) bestaat, 






1+a ii dt 
--'-'---➔ 
t+dt } (1) 
(2) 
(3) 
x) L, Kosten, ·J.R. Manning en F. Garwood: J.Roy.Stat.Soc.1949(11)54. 
L. Kosten; Appl.Sci.Res.1951(B2) 108 en 401; ook in "Het P'I'1f.=Bedr1jf1: 
1951(.J.) 98 en 1951{!) 26. 
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Verstaan we onder A de matrix (a 1 j) en onder x de vector (x0 , ••• xn), 
dan knn (3) geschreven worden als 
(4) 
n 
Daa r ui t a .. J::s - L n ij volgt ds t de kolomsommen van A nul zijn, is 
. . . J 1-0 ,;Jj 
de rnng von A hoogstens n. Uit het feit dat de niet-diagonaa*elementen 
niet-negatief zijn en uit het nulzijn der kolomsommen kan worden afge-
leid, dat de eigenwaarden A1 van~ geen positief re~el deel kunnen heb-
ben (zie bijv. J. Giltay, proefschrift Delft •••• ). Minatens een der 
eigenwnarden 1s nul (stel A0 =0). 
Stel, dat op het t1jdst1p t=O de toestandsstatistiek door !(0)-~ 
aangegeven kan worden. Ontleed nub in de eigenvectoren !i van~ t 
b= ~ ~i ~1 • Op het tijdstip t volgt dan voor ~(t)i 
( 5) 
De termen,welker eigenwaarde een negatief re~el deel heeft, sterven 
uit. Er blijven alleen over de component(en) met eigenwaarde nul. Wan-
neer er meer dan een eigenwaarde nul is, blijft de eindstat1stiek af-
hankelijk van de beginstatistiek. Is er slechts een eigenwaarde nul, 
dan blijft over ~o,!::o• Daar in dit geval, zoala nag zal blijken, ~ 
niet van b afhangt, is de eindstatistiek dan onafhankelijk van de be-
- . 
ginstatistiek. 
Een voorbeeld,waarbij dit niet het geval zou zijn,is bijv. het geval 
dat 
I B 1 0) 
A = \ ~ -: ~- , 
- I -
(6) 
waarin de rang hoogstens n-1 is. In dit geval bestaat het systeem uit 
twee groepen toestanden. Bestaat op tsO een toestand ult de ene groep, 
dan blijft het verder altijd in toestanden behorend tot deze groep ver-
keren. 
We veronderstellen verder echter, dater slechts een eigenwaarde 
) 0 nul is. De eindstatistiek is tevens de stationnaire statistiek ! 0 , 
bepaald door 
A x0 = 0 (7) 
Tevens geldt: 
x 0 • const. • ~ (8) 
Wanneer we met i!l}. aangeven de som der kentallen van de vector 1, dan 
moet x0 genormeerd worden door: 
{ x O ) • = cons t • • [ ~}. = 1 (9) 
-3-
We normeren ~ zodanig,dat {~\. • 1 .. zodnt 
XO= e 
- -o 








Uit b • [~ ~ £1 , lb}. =-1, ~£.o}. •1 en {_e 1}. =0 voor 1-, O volgt, dat 
~ 0 =1, dus onafhankelijk vnn b. Van deze eigenschappen hadden we reeds 
eerder gebruik gemaakt. 
Het vraagstuk waar we ons hier mee zullen bezighouden is het vol-
gende. Op het tijdstip t=O is de statistiek van de toestanden gelijk 
aan de stationnaire statistiek x0 • Over het interval (O,t) wordt be-
paald de integraal t 
s = J g dt 
0 
(14) 
Hierin is g een gewichtsfactor die voor het interval (t1,t1+ctt) de 
waarde g11 heeft indien gedurende dit interval de toestand (1) heerst. 
s zal een verdelingsfunctie bezitten. De vraag i~, de momenten 
"'o' (11 , ,,t.,2 ••• van deze verdelingsfunctie te bepalen. Deze mornenten zijn 
functies van t. In het biJzonder wordt gevraagd te bepalen 
~=aE( s) en var s = p 2- ,,..v1 2 • Van deze grootheden meet zo mogeliJk het 
asymptotisch gedra~ voor grote waarden van t warden aangegeven. 
2. Oplossin5 van het probleem. 
We definieren het volgende volledige stelsel van elkaar uitslui-
tende toestanden met bijbehorende waarschijnlijkheden: 
[s, t ,as j1 is de toestand op het t1Jdst1p t., waa rbij het sys teem 
in de toestand (1) verkeert, en waarbij de integraal een waarde 
tussen sen s+ds heeft bereikt; de bijbehorende waarschijnlijk-
heid is p1(s,t)ds. 
We kunnen het volgende systeern van overgangen aangeven: 
(j:,{i) [s- t9g11dt-(1-8)gjjdt, t, ds jj 
[s-g11at., at, ds ) 1 (15) 
-4-
wanrinOfe~1. 
De waarsc;hijnlijkheid van de toestcmd rechts moet gelijk zijn aan de 
som van de producten vnn de waarschijnlijkheden der toestanden links 
ffi(;t de bijbehorendE:: overgangowaa rschijnlijkheden .. Dit gecft: 
n (16) 
+.?-_ p.{s-eg .. dt-(1-0)g.jdt.,t)ds,a 1 .dt 
, O _L-· J ll J J J"" , rl 
Ontwikkclen we naar dt (in de onderstelling,dat p 1 differentiferbaar 
is naar s E';D t)., dan heffen de nulde graadstermen elkaar op. De eer-
st,3 grc1adst0rmen leveren bij delj_ng door ds dt : 
"Jp . ap i ._--D. 
-;;')tl + g_! i --:;-,;- "'" 2_ 8. jp, (SI t) 
.._ ... !:AJ • O 1 J J::::: 
(17) 
Verstc1an we onder p(s,t) de vector (p ,PA••,P ) en onder G de diago-
/g00 -) 0 I rJ -
nac1lmc:1trix ( '-g , dan ksn dit geschreven warden als: 
nn 
Nu voeren we in de (eenzijdige) Laplacc-t.ransformatie: 
p(s,t},.. f(s,z) 
0V 
f(s,z) = _/ e-zt p(s.,t)dt 
0 
Dan gaat (18) over in: 
uf 





Op het tijdstip t=O kunnon we onderstellen dat de statistiek van de 
tocstand (i) de stationnaire, ~ 0 , is. Tevens is dan S=O onafhankelijk 
van 1. Dus zou E(s,O) een impulsfunctie ins bevatten. Om geen moei-
lijkheden te krijgen met discontinuiteiten voor t '> 0 voeren we in 
de vcronderstelling dat,s op t=O niet exact nul is,doch een verde-
lingsfunctie h(s) heeft (fig.1), welke voor s:O nul is. Physisch komt 
r , dit erop neer, dat we het meetappa-½ 1) '; ( . ' I i 
i , \ :··,i->-/.)· ::.1 
I / ..\i-·· 
\ j \. 
. / -....---...._.._ 
raat waarmee s gemeten wordt., een 
onbekende posit ieve 11 voorgif t '1 geven 
met verdelingsfunctie h(s). In de 
limiet laten we d~n later h(s) tot een impulsfunctie naderen. 
Voor .E( s., 0) kurmen we dus nu sch rijven: 
p(s,O) = h(s) ~o (21) 
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Thans voeren we in de Laplace-transformatie: 
f(s,z) ~ g(z' .,z) 
(JO 
g(z 1 .,z) = J e-zs !_(s.,z)ds 
0 
Hiormee gaat (20) tezamen met (21) over in: 
zg - k(z 1 )~0 + z 1 G~ ==Ag, 
waarin k(z 1 ) de L.T.van h(s) is. 
(22) 
( 23) 
Laten we thans h(s) tot J(s) naderen, dan nadert k(z 1 ) tot 1. 
We kunnen g(z 1 ,z) nu oplossen: 
(24) 
waarin Ede eenheidsmatrix is. 
Nu zijn we uitE;indelijk slechts geinteresseerd in de momenten van 
s(t) ongeacht de eindtoestana(D. We moeten dus achteraf alle kentallen 
van waarschijnlijkheidsvectoren sommeren. We doen dit nu reeds met g: 
(25) 
De op x 0 werkende inverse m~trix kunnen we volgens von Neumann ontwik-
kelen als volgt: 
[g(z 1 ,z)}. = {(zE - A)- 1 x 0},- z 1 [(zE-A)-1 G(zE-A)-1 ~ 0 }. + 
+ z 12 ) {zE-A)-'1 G(zE-A)-1 G(zE-A)-1 x 0 '- - • •• L - - - - - - - - - J. 
(26) 
Wanneer iz\ groot genoeg gekozen wordt, zijn de absolute waarden 
van de eigenwaarden van (zE-A)-1G altijd absoluut kleiner dan een te 
maken, waarmee de ontwikkeling gerechtvaardigd is. 
Thans merken we op, dat onder dezelfde veronderstelling (zE-A)-1q 
(CJ:...is een willekeurige vector) ontwikkeld kan worden als: 
( ) -1 1 1 1 2 zE-A q = - q + A q + A a 
- - - z - ~ - - :r - .:.i.. + z z ••• (27) 
Uit (7) volgt dan: 
(28) 
Daar de kolomsommen van A nul zijn, is: 
{ Amq}, = 0 (m pos. geheel) (29) 
zodat uit (27) volgt: 
i (zE-A)- 1_g_}. = ~[qL (30) 
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Met behulp·van (28) en (30) kan 
9): 
(26) warden vereenvoudigd tot (zie ook 
{g(z 1 ,z)}. = ~ - ~ {G x0J. z12 [ -1 o} + - 2 Q_(zE-A) G x - ••• z ..• (31) 
De ontwikkellng naar machten van z' geeft direct de L.T. van de momen-
ten van s(t). Immers. if3: 
(32) 
z '=-0 
Dus is: 1 
;1.AO = of ,,.l!l'O "" 1 (33) z 
1 ... 
_)! == \G X ·r (34) ,A".-11 ~ JG x } of t L- -o 1 1- -0 • z . 
At 
' 
21G( E ')-1 ~ - z .::_-0. G x 0 } (35) 
(33) lJrengt tot uitdrukking,dat 
n. /oo 
~ 0 / P1 (s,t)ds == 1 (36) 
0 
, Q \ 
/U,,.. is c;elijk aon { 5 g_,~ x.°;·t. De uitdrukking tussen ( ) is de mc1thl>· 
1 \·~-0 LL 1 l::::: 
m8th:Lsche verwochting; vsn 6s per tijdseenheid; dus geeft (34) de juis-
te mathem~tische verwachtins vans in het interval (O,t) . 
.,,,112 kunnen we a ls volgt herleiden. Ontbind G x0 volgens de eigen-
vectoren van A: 
n 
G x 0 ~ '3 e. 
- - :::: ,/_,... / J. -l i=,O . 
(37) 
Dan kan (35) geschreven wordcn 81s: 
1'.1. e. 1 
. l-l , 
2 ( \ ) .L Z Z-'i 
(38) 
Onderstellen we dat alle eigenwaarden verschillend zijn dan kunnen we 
schrijveri: 
1 ( -;J" voor i=O, 
---- =< z 
z2(z-\) / 1 __ 1_ + 
\z2 \ 2z 
:\=0 1 
1 _\ 
;s:;i ( z- ~i) (39) 
Met deze uitdrukkingen volgt voor het tweede moment zelf: 
2 ( ~ { n ,,s. e . J /u2 = ,r3 t l' G e - 2t I G 7 i-i 
, 0 - -0 • l - ~1 (\• • l::::: 1 
2 ~ G ~ 15~ e ~ }. + 2 { G 
I.. i=1 i (40) 
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Hi f.'"":->'e·"' "• '1 t' 0"'1-1-·'t'Otl'1 f·•r\ i I" t·,n·,·1 
_. t.. .,\JI 'I'.;_: .,.1,,,. •...- ,, "2 • \,/ J " 1,_. "'' • ,.._ j • '\.,,. L term 
tern en t.e::inen die exponent~ce1 uitsterven door r,lle '\1. (i~O) eeri ne-
1;<:J tief r•ei:e1 deel he1:iben. 
,,., 




;,··.~ . .,--, .. 
1~0 
0 
\ ( 41) 
n ., 
J,..) "" ,3 11 " l ~--· ·r "'0 , (:;,1:l "'i _) 
' . 0 ...:.01, :t.:::-o 
De ter:n met 
Verw:-i~1 rlozcr, we exponcr:th:el ui tstcrver:de te:rm,:n rJRn kunnen we voor 
V'.l r 3 ,. .,-(.i<".) 
l.~. 
Pen Q ktmnc~ 1ls volgt wo~den bep3ald. Bep□ al eerst: 
Dus i:s dor: 






213;· ( IL 
== - -,,.- + 2 ·1 Q '~-
'-- t j_.1 
.:.li_e . 'l l n ,31e • } J.. ~. -J. 
-- , + 2 z G ,,. ~ + ••• Al J • .__1 /\1 c. . • 
cbn zijn de col'!fficiEit:te:1 v::in 0 z en z 1 gelijk nan-Pen -Q (ver-
it, c 1 i J k ( 4 '.::: )) • 
He t be re ken ings schemn is dus :: 1 s vo lt_;t: 
1} los op: 
2) los uit: 
n 
..,--- 0 






bep·1°: l t 'fl (z) 
I 
L.- ' i 1 y i - L. 1 - c:,11 i j=O . " V 
n 
= ~ ,,. y 
+--·· bi.i i 
1::::0 
bepn:,1 P en Q r,l~, resich.1s vrn - z 
resp. -2 ln z,.,o. 
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J• Een tweetal toepassingen 
De volgende toepassingcn hebben beide betrekking op de volledige 
bundel met c lijnen zonder wachtgelegenheid, exponent1~1e houdt1Jdver-
del1ng en een Poissonvcrdeling der binnenkomende oproepen met een 
dichtheid van a oproepen per gemiddelde houdtijd. 
Is (i) de toestand met i bezette lijnen, dan is het patroon der 
overgangswaarschijnliJkheden: 
a o 
---+ ---(o) ~ (1) ._3_ (2) -
a 
-(c-1) c (c) 
-
(47) 
Het vergelijkingenstelsel (7) luidt hier: 
1xi°_1 - (8+i)xf + (i+1)x~+1 = 0 (1 < c) 
r1x0 1 - ex 0 c- 0 
(48) 
... 0 
De resultaten in de volgende afleidingen kunnen het gemakkelijkst 
warden verkregen met behulp van voortbrengende functies. We zullen 
vn"k gebruik maken van de volgende arithmetische functies en hun voor-t-
brengende functies: 
-a i e Cl 
i! 
w1z ... 01 + z rJ) + z(z+1) U) + r· r 1T, i-1 ~ Ti-2 + 
z(z+1) ••• (z+c-1) 
• • • C ! 
A -s(1-p)( 1 )-z :::.· e -P 
Voor <p1z gelden de volgende betrekkingen: 
<f 1 z = f 1 z-1 + ~, iz-1 
en: 
i (()iz '.fl z t0 z+1 T = 8 1r i -1 + z 1 i -1 
In het bijzonder is: 
'f ~ = f o + f1 + • • • <Fe 








Het eerste voorbeeld betreft de nnuwkeurigheid van de meting van 
xc0 ( de 11 blokkeringskan s") a oor gedurende het interva 1 ( O., t) de som 
van alle intervallen te bepalen waarin alle c lijnen bezet zijn. We 
hebben dan 
Het eerste moment vans is dus: 
Het vergelijkingenstelsel (46;2) luidt: 
ay 1 -( c+z )y C- C 
De algemene oplossing van (56a) luidt: 
y 1 ... c(z) r.pJ 
S~bstitutie in (56b) geeft: 
I I C ( z ) • _'fc_'f c __ _ 








D.e noemer kan met behulp van (51) en (52) worden herleid en er komt: 
' /(f) I 
C { z } == - t'c T c ( 59) 
zf'{+1 
zodata (60) 
J)e runctie t(z) (zie 45;3) is da n: 
z 
1 % l.f'c 







en: c-r 1 c-r i-1 1 j o<r = 2: .... /'s ?_ .. ?-T , ;, r = n i::::1 i=2 -~1 
Met de aldus bepaalde coefficienten A1 en A2 vindt men (zie 46;4): 
p ... Res ( - 2±{ z}) = 2 fc A 
Z=O z 'f~ 1 
Q == Res (- ~) "" 2 (fo A 
Z=O z % 2 
(63) 
zodt'i t: 
var s (64) 
Bij het tweede toepassingsvoorbeeld wordt de gemiddelde lijnbe-
zetting over het interval (O,t) bepaald en de variantie hiervan is ge-
vrangd. Dan is dus g 11=i (i=O, ••• ,c). Het eerste moment vans is dus: 
(46;2)geert, 
ay 1_1 - (a+i+z)yi + (i+1)Yi+"1 ~ i t1/f~ 
ay 1 -c-
Uit (65a) volgt als algemene oplossing: 
Nub is (65b} equivalent met: 






Hierin (66) gesubstitueerd geeft, na enige omrekening met (51) en (52}: 
C( 
' 
a Yb 1 
z = z(z+1) • ~ • 5:z+1 
C 
zoda t: 
Nu moet warden bepa2ld: 







..,...Q... z ~ z z+1') z+1 z+2 
LO i r i • 20 ( a r 1-1 t z ri i -1 :a: Cl f C ·-1 + z r C -1 
lllij substitutie van (69), (71), (72) en (73) in (70): 
LlJ( ) a · [a 1d-1 8 'fd-2+f ~ -1 7 a 'fc 
,.z =--:nr-- + 1+ 
<le z { z + 1 ) z + 1 . z ( z + 1 ) Y'~ 
all'z+1 +zwz+2 
7c-1 Tc-1 11.,z+1 
re 
;Nu kan t(z) in een reeks in z ontwikkeld warden. Hierbij is: 
(/Jz+1 wcz 11, 
rc-1 r ,~ 
---,. = 1 - ;i = ( 1- -:-:,-) - A1z - ••• y~z+1 Ycz + 1 <fc 
')ten vindt dan na enig rekenwerk: 
'r" 2 2 1 [ 3 ( 2 'f2c-1.<f,c· -rp,c'-1 fc 1 ) a 2A1f'c ] 
.· co(z) • -a (1-frc/<Pc') • - + ________ ,. __ + ~ T I< z (f~) 2 fc 
i, 
'· 
' iDus is: 
[ ( 2 · 
1 ,£' ) 2 l,: l 
p ,. Res c•2 .f'.(z)) ""' -2 a 2 flc-1 tc-fc-1'c _ a A1 Tc 
Z=O 2 (10 1 } 2 fc 1 -
Wnnneer we c naar oo laten naderen, geldt: 
<f>c = 0 ( 1 /c ! ) 
~an is: 
Dust 










Dit resultaat klopt met hetgeen langs elementaire weg in dit geval is 
af te leiden. 
